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 چکیده

ی تغییرات  شود که محاسبهمی   (GVF)  های هیدرولیکی در مسیر جریان باعث ایجاد جریان متغیر تدریجیوجود سازه

معادله  هایسنجه حل  مبنای  بر  از  هیدرولیکی  زیاد  بسیار  دقت  با  جریان  دینامیکی  پژوهشگران ویژه  اهمیتی  بین  ای 

، از تابع مبنا-cyمبنا و  -nyدر قالب دو روش    GVFی دینامیکی  معادله بعدسازی  در این پژوهش، ضمن بی برخوردار است.  

  (A)و معکوس    (H)، افقی  (C)، بحرانی  (S)، تند  (M)ملایم  پنج شیب  برای  این معادله    یتحلیلفوق هندسی گوس برای حل  

از دادهاستفاده شده است.   استفاده  با  کانال مستطیلیجمع  آزمایشگاهی  هایهمچنین  از یک  مقایسهآوری شده  بین ،  ای 

های  بر مبنای شاخصی چهار  کوتا مرتبه هندسی گوس و روش عددی رونگتحلیلی تابع فوقحل  روش  ی  محاسبهدقت  

  C3و    M1  ،S2  های نوع برای پروفیل  (E)درصد خطا  متوسط  و    (2Rضریب تبیین )(،  RMSEمجذور میانگین مربعات خطا )

به    هندسی گوسفوق  تحلیلی  گردر حل   C3و    M1  ،S2  هایبرای پروفیل  2Rو    RMSEهای  شاخصمقدار  انجام گرفته است.  

( )9986/0،  0173/0ترتیب   ،)0167/0  ،9984/0( و  و در حل9988/0،  0204/0(  مرتبهرونگگر عددی  (  به  ی چهار  کوتای 

استفاده از داد  نشان    پژوهشنتایج  به دست آمدند.    (  9869/0،  0327/0( و )991/0،  0259/0(، )9864/0،  0458/0ترتیب )

   زیادی برخوردار است.، از دقت بسیار  GVFجریان  دیفرانسیلی یبرای حل معادلههندسی گوس  تابع فوق تحلیلی  گرحل

    

 ، جریان متغیر تدریجی   روش تحلیلی، روش عددی  ،هندسی گوسپروفیل سطح آب، تابع فوق :های کلیدیواژه
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  Extended abstract  

Background and Objectives  
Gradually varied flow is one of the common profiles of open channel flow which takes place in canals 

and natural conduits due to hydraulic structures and morphological causes. Spatial variations of flow 
characteristics is one of the most apparent properties of gradually varied flow that its precise calculation 
through accurate solution of dynamic equation of gradually varied flow has significant role. Three main 
approaches to solve dynamic equation of gradually varied flow are analytical, numerical and graphical ones. 
Of these mentioned methods, direct integration of dynamic equation of gradually varied flow is the most 
accurate method. Gaussian hyper-geometric functions (GHF), which has been considered in this research 
work, is one of the approaches to integrate directly of dynamic equation of gradually varied flow. Creation of 
dimensionless form of dynamic equation of gradually varied flow is the basis of the GHF method. This is 
done using normal depth of flow (yn-based method) or critical depth of flow (yc-based method). At the end 
of the paper, a comparison has been performed between GHF method and Rong-Kutta numeric method to 
predict GVF profile in a rectangular laboratory flume for three M1, S2 and C3 profiles.   

Methodology 

The GHF solver ( F2
 

1
(a,b;c;z)=

Γ(c)

Γ(a)Γ(b)
∑

Γ(a+k)Γ(b+k)

Γ(c+k)k!
zk∞

k=0 ) has been implemented to integrate differential 

dynamic equation of GVF [
dy

dx
=

So-Sf

cos θ-
αQ

2
T

gA
3

]for five channel slops including Mild (M), Steep (S), Horizontal (H), 

Critical (C) and Adverse (A). Dimensionless form of GVF equation makes it easy to integrate using GHF 
solver. Due to the absence of normal depth for horizontal and adverse slopes, yc was used to produce 
dimensionless form of GVF equation for H and A slopes. Other three slopes were made dimensionless using 

yn. For the first scenario, two dimensionless parameters were defined as v=
y

yc

 and x#=x
Sc

*

yc

.  The correspondes 

parameters for the second scenario were u=
y

yn

 and x*=
xSo

*

yn

. The final integrated forms of the GVF equation 

include the hydraulic exponents as M and N which can be solved for certein values of M and N. To compar 
the results between numerical (Runge-Kutta 4th order method) and analytical (GHF) solvers, lobaratory 
GVF data measured from a rectangular flume of length 7 m, width 0.1 m, height 0.3 m and roughness 0.011 
were used. Three profiles as M1, S2 and C3 were formed experimentally to measure the GVF characteristics. 
Also, three performance assessment indices as RMSE, R2 and E were applied to compare the solvers 
accuracy.   

Findings 
Two analytical answers (overall 10 answers) were obtained to solve gradually varied flow dynamic 

equation. The first group belongs to the channels of slope types namely M, S and C. The second one can be 
used for the slopes of types H and A. These two mentioned group answers should be used according to the 
profile name and corresponding zone. Regarding to the laboratory measured data of GVF profiles, results 
showed that application of GHF not only resolve discretization selection for numerical methods, but also 
predicts GVF profile characteristics more accurate than to the numerical Rong-Kutta 4th order solver. The 
amount of the (RMSE, R2,E) for the M1, S2 and C3 profiles for GHF were (0.0173,0.9986,1.11), 
(0.0167,0.9984,1.12) and (0.0204,0.9988,0.985), respectively; while the corresponding values of numerical 
solver were calculated as (0.0458,0.9864,4.05), (0.0259,0.991,2.38) and (0.0327,0.985,3.65). These values 
prove the superiority of GHF predictor. 

Conclusion  
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Gradually varied flow profiles are common at the flow conduits with hydraulic structures. Predicting 
flow characteristics of GVF can be achievable through solving differential dynamic equation. In this paper, 
GHF was applied to solve the equation analytically. The obtained analytical answers can be used for all 
zones of five channel slope types.     

Keywords: Analytical solution, Gaussian hyper-geometric function, Gradually varied flow, Numerical 
solution,Water surface profile.

 مقدمه 
جریان  یمحاسبه در  آب  سطح  متغیر  پروفیل  های 

ترین مباحث تدریجی در مجاری روباز یکی از کاربردی

می هیدرولیک  مهندسی    و   (1959)  چاوباشد.  در 

( محاسبهروش(  1969هندرسون  ی  هاپروفیل  یهای 

تدریجی متغیر  قرار  را    جریان  مطالعه  و  بررسی  مورد 

های  ها در سه گروه عمده شامل روشاین روش  اند.داده

تقسیمو    عددی تحلیلی،   بین  .  شوندمیبندی  گرافیکی  از 

روش روش  ،هااین  از  به  استفاده  توجه  با  تحلیلی  های 

  پژوهشگرانای بین  از جایگاه ویژه  آن  دقت بسیار زیاد

مهندس برخوان  و  انتگرال  .استدار  ر هیدرولیک  -روش 

کانال برای  ابتدا  در  مورد  گیری  غیرمنشوری  های 

می قرار  مانند  استفاده  خاص  حالات  برخی  در  گرفت. 

معادله  هایکانال به    یمصنوعی،  تدریجی  متغیر  جریان 

میاندازه ساده  که  ای  جریان  معادلهشود  دینامیکی  ی 

مستقیم  گیری  با استفاده از روش انتگرالمتغیر تدریجی  

می حل  تحلیلیروششود.  قابل  روش    ،های  بر  مبتنی 

دینامیکی جریان متغیر تدریجی   ی گیری از معادلهانتگرال

حالت   سه  به  خود  که  مستقیم،  انتگرالهستند  گیری 

غیرمستقیم انتگرال انجام گیری  انتگرالو    گیری  عددی 

دینامیکی جریان    یگیری عددی معادلهشوند. انتگرالمی

پروفیل سطح آب در    یتدریجی به منظور محاسبهمتغیر  

استفاده  کانال غیرمنشوری  از  .  شود میهای  استفاده 

انتگرال غیرمستقیم  انتگرالیا    مستقیم گیری  روش  گیری 

  های مصنوعی های منشوری مانند کانالدر برخی کانال

است. امکان متغیر    یمحاسبه  پذیر  جریان  پروفیل  طول 

ویژ مهمترین  از  محاسباتی  گام  یک  در  های  گیتدریجی 

انتگرال  استفاده   روشن  است.  مستقیمگیری  روش  است 

از روشی که قادر به انجام چنین محاسباتی باشد ضمن  

بسیار کمی  کاهش زمان محاسبات، از خطای محاسباتی  

بود.   خواهد  برخوردار  )نیز  سوبرامان1959چاو   یا (، 

(2009( ونتولی   ،)2004( جان  و  عمق  (  2012(  کمک  به 

و )  نرمال  وانگ  و  بحرانی  (  1969چن  عمق  کمک  در  به 

روش این  از  جریان  یمعادله  ،استفاده  متغیر    دینامیکی 

بیتدریجی   به صورت  نمودرا  تبدیل  نرمال  یا  و    ند بعد 

انتگرال  انجام  را  مستقیم  گیری  سپس  آن    .ند دادروی 

توسط   بسیاری  برای  تلاش  گسترش  پژوهشگران 

  است.  شدهانجام  گیری مستقیم  استفاده از روش انتگرال

( بار  (  1860برس  اولین  متغیر  برای  جریان  به  را  تابع 

انتگرال ارائه  منظور  )  داد.گیری  چاو  1932بخمتف   ،)

)1957و  1955) کومار  و  این  نیز  (  1979و    1978(  حل 

دادرا    تابع بیبعد  ند.  توسعه  معادلهاز  کردن    یبعد 

قاومت های ملهبا استفاده از معادجریان متغیر تدریجی  

دوم   و  اول  نمای  کمک  به  و  مانینگ،  یا  شزی  جریان، 

انتگرالNو    Mهیدرولیکی،   عمل  می،  انجام  .  گیردگیری 

ن  Nو    M  مقدارهای ثابتی  نوع  یستند  اعداد  به  بسته  و 

از   تابعی  عرضی  مقطع  و  شکل  جریان  خصوصیات 

،  حلراهاستفاده از این  های  لاشکااز جمله  هستند.  کانال  

تابع جریان متغیر    یبرای محاسبهیابی  انجام عمل درون

ازای  تدریجی   مختلف  به  برای    Nو    Mمقدارهای 

محاسبات است  گیری  تگرالان در  خطا  بروز  باعث  که 

(  2012جان و چن )  نظور رفع این نقصان،به م  د.وشمی

گیری  رای انتگرال را ب استفاده از تابع فوق هندسی گوس  

معادلمستقیم   تدر   یهاز  متغیر  جریان  جی  یدینامیکی 

کانال عریض  برای  دادندهای  پژوهشی  .  پیشنهاد  در 

( با استفاده از تابع فوق هندسی  2013، جان و چن )دیگر

معادله با    یگوس،  را  تدریجی  متغیر  جریان  دینامیکی 

-لهبعد نمودند و سپس معاداستفاده از عمق بحرانی بی

منتج   کانالهای  برای  افقی،  را  معکوس،  شیب  با  هایی 

(  2015خواه )ملایم و تند مورد استفاده قرار دادند. وطن
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فوق تابع  از  استفاده  غیرمستقیمبا  حل  گوس،    هندسی 

-متغیر تدریجی را برای کانالدینامیکی جریان    یمعادله

وی   حل  نمود.  ارائه  متغیر  زبری  ضریب  با  مدور  های 

ارائه به  یراه  یمنجر  مرحلهحل  محاسبهک  برای    یای 

کانالپروفیل در  تدریجی  متغیر  جریان  مدور  های  های 

)  شد. فوق2016هایک  تابع  از  حل  (  برای  گوس  هندسی 

معادله منظور    یتحلیلی  به  ریچاردز    یمحاسبهانتقال 

معادلپروفیل نمود.  استفاده  آب  وی  هایی  ههای  که 

نمود   زمینهاستخراج  در  استفاده  بین    ی مقایسه  یبرای 

 های سنجهنیز درک بهتر از تاثیر  سنجی وها، صحتمدل

معادله  در  موثر  قابل    یهیدرولیکی  ریچاردز  انتقال 

   کاربرد است.

  هاینتیجهآید  برمی  ی پژوهشهمانطور که از سابقه

معاد حل  در  گوس  هندسی  فوق  تابع  های  لهکاربرد 

می  ، دیفرانسیل استناد  قابل  و  رضایتبخش  باشد.  بسیار 

اما در این بین، استفاده از تابع گوس برای دستیابی به  

معادله عمومی  تدریجی    یحل  متغیر  جریان  دینامیکی 

از   تحت شرایط محدودی  مقاطع عرضی خاص و  برای 

است.  فیزیک  هایسنجه شده  انجام  هیدرولیکی  و  در  ی 

که برای  هایی  هستیابی به معادلاین پژوهش به منظور د

باشند   برقرار  شرایط  از  تمام  فوقاستفاده  هندسی  تابع 

دینامیکی جریان متغیر    یمعادلهمستقیم  گوس برای حل  

بی  تدریجی )الف(  براساس عمق  در دو حالت  بعدسازی 

بعدسازی براساس عمق بحرانی  مبنا(؛ )ب( بی-nyنرمال )

(cy-  )استمبنا گرفته  قرار  بررسی  به  مورد  همچنین   .

پر موردی  بیوصورت  مقطع  فیل  دو  در  جریان  بعد 

مستطیلی و مثلثی تحت شرایط مختلف مرزی با استفاده  

در نهایت پروفیل سطح آب اند.  شدهاز این روش تحلیل  

کمک  شبیه به  آزمایشگاهی  کانال  یک  در  شده  سازی 

-مشاهدهبا پروفیل  پژوهشروش حل ارائه شده در این 

    اند.  مورد مقایسه و ارزیابی قرار گرفته ای

   هامواد و روش 

 تابع فوق هندسی گوس

طبق تعریف، تابع فوق هندسی گوس به صورت زیر  

   (:2010  )اولددالهیوس شودبیان می

 F2
 

1(a,b;c;z)=
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)
∑

Γ(a+k)Γ(b+k)

Γ(c+k)k!
zk∞

k=0               [1]    

  cو    a  ،bگاما،    هایتابع  Γ(c)و    Γ(a)  ،Γ(b)که در آن  

و   گاما  تابع  می  zپارامترهای  بیباشند.  متغیر  -سری 

همگرا است    cو    a  ،b  مقدارهایبه ازای تمام    ]1[  نهایت

نامساوی   باشد  z|<1|البته به شرطی که  عبارت  .  برقرار 

جریان متغیر تدریجی    یمعادلهحل  گیری که در  انتگرال

می فرم  ظاهر  به  ∫شود 
u∅

1∓(αu)
Ψ du  که تعری است  ف  طبق 

 توان نوشت:می

∫
u∅

1∓(αu)Ψ
du =

u∅+1

∅+1
F2

 
1 (1,

∅+1

Ψ
;

∅+1

Ψ
+1;±(αu)Ψ) +C      [2] 

که در این حالت دهند  نشان می  ]2[و    ]1[های  لهعادم

=a=1  ،bخاص  
∅+1

N
=cو    

∅+1

N
گاما    1+ تابع  متغیر  هستند. 

با   برابر  این    ψz=uنیز  در  بین    ی رابطه  حالتاست. 

قرار   به  گاما  تابع  باشند. می  c=b+1و    a=1پارامترهای 

 توان نوشت: پس می

F2
 

1(1,b;b+1;z)=b ∑
zk

b+k

∞
k=0                               [3]     

گوس  هندسی  فوق  این    تابع  در  استفاده  مورد 

(  1996والفریم )  خواهد بود.  ]3[  یبه فرم معادله  پژوهش

داد   عبارت  نشان  سادگی  منظور  F2به 
 

1(1,b;b+1;z)   با

می   g(b,z)نماد   داده  مینمایش  عبارتی  به  توان  شود. 

 نوشت:

g(b,z)=b ∑
zk

b+k

∞
k=0 =1+

bz

b+1
+⋯

bzk

b+k
+ ⋯                [4] 

معاد ترکیب  با    یمعادله  ]4[و    ]2[های  لهبنابراین، 

 شود: نهایی زیر حاصل می

∫
u∅

1∓(αu)Ψ du =
u∅+1

∅+1
g(

∅+1

Ψ
,±(αu)Ψ)+C                     [5] 

 جریان متغیر تدریجی یمعادله

دینامیکی جریان متغیر تدریجی به قرار زیر    یمعادله

 است:

dy

dx
=

So-Sf

cos θ-
αQ2T

gA3

=So
*

1-
Sf
So

1-
αQ2T

gA3 cos θ

=So
*

1-
Sf
So

1-Fr2                         [6]   

مکانی از    یفاصله  xعمق جریان،    yکه در این معادله  

شیب خط انرژی،   fSشیب کف کانال،    oSمبدا محاسبات،  

θ   افق،    یزاویه راستای  با  کانال  کف  دبی    Qشیب 
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  Tشتاب ثقل،    gمساحت مقطع عرضی جریان،    Aجریان،  

با استفاده    عدد فرود است.  Frو    عرض سطح آزاد آب،

توان به فرم زیر  را می  ]6[  یمانینگ، معادله  یاز معادله

 نوشت:

dy

dx
=So

*
1-(

yn
y

)N

1-(
yc
y

)M                                                       [7] 

به ترتیب نمای اول و دوم    Nو    Mکه در این معادله  

هستند از  هیدرولیکی  متغیر  دو  این  زیر    هایرابطه. 

   شوند:محاسبه می

M=
y

A
[3T-

A

T

dT

dy
]                                                [8]  

N=
2y

3A
[5T-2R

dP

dy
]                                                [9] 

معادله  که   این  جریان،    yدر  مقطع   Aعمق  مساحت 

شعاع هیدرولیکی و    Rعرض سطح آزاد آب،    Tجریان،  

P    تسهیل حل معادله  برای .  هستندمحیط مرطوب کانال-

بعد نمود. این کار  توان بیرا می  xو    yدو متغیر    ، ] 7[  ی

طریق   دو  میبه  نرمال انجام  عمق  کمک  به  )الف(   شود: 

(ny-)بحرانی  مبنا عمق  کمک  به  دلیل  .  مبنا(-cy)  )ب( 

توانایی   عدم  حالت،  دو  به  -nyحالت    هایمعادلهتفکیک 

که در  تحلیل شیب  برایمبنا   افقی است  و  های معکوس 

بی یا  نشده  تعریف  نرمال  عمق  وضعیت  دو  نهایت این 

دو   .است هر  تشریح  به  ادامه  پرداخته    در  شده  حالت 

 .است

به کمک  جریان متغیر تدریجی    یمعادله  بعدسازیبی

    عمق نرمال 

بی منظور  معادلهبه  کردن  از  ] 7[  یبعد  استفاده  با 

  λبعد  و نیز پارامتر بی  x*و    uبعد  ، دو متغیر بیnyعمق  

 شوند: به فرم زیر تعریف می

u=
y

yn

                                                                           [10]   

x*=
xSo

*

yn

                                                                    [11] 

λ=
yc

yn

                                                                           [12]   

  ]7[  ی در معادله  ]12[تا    ]10[های  لهمعاد  با جاگذاری

 توان نوشت:می
du

dx*
=

uN-1

uN-λ
M

uN-M
                                                           [13]   

     مبنا-nyجریان متغیر تدریجی  یحل تحلیلی معادله

 توان نوشت:می  ]13[ یبا بازنویسی معادله
dx*

du
=

-uN+λMuN-M

1-uN =1-
1

1-uN +
λMuN-M

1-uN                              [14]  

معادله به  توجه  انتگرال  ]10[  یبا  برای  حالت  -دو 

از   وجود    ]5[  یمعادلهبراساس    ]14[  یمعادلهگیری 

که   است  اول، وضعیتی  -می  u|<1|خواهد داشت. حالت 

معادلهباشد همگرایی  شرط  بیانگر  حالت  این    ]4[  ی. 

این صورت    است. معادلهانتگرال در  از  با    ]14[  یگیری 

 : شودی زیر میمنجر به رابطه ]5[ یاستفاده از معادله

x*=u- ∫
1

1-uN
du

u

0

+λM ∫
uN-M

1-uN
du

u

0

= 

u-ug (
1

N
,uN) +λM uN-M+1

N-M+1
g (

N-M+1

N
,uN) +C.               [15] 

که مقدار ثابت با توجه به شرایط مرزی قابل تعیین  

بود.   است که شرط  خواهد  بیانگر وضعیتی  حالت دوم، 

معادله یعنی    ]4[  ی همگرایی  نیست،  که  برقرار  حالتی 

|u|>1  ،متغیر جدید    است. در این وضعیتw    به فرم-w=u

و    w|<1|  ی رابطهمنجر به برقراری  شود که  تعریف می  1

آن   تبع  خواهد ] 5[  یبرقراری شرط همگرایی معادلهبه 

 توان نوشت: حال میشد. 

u=w-1→du=-w-2dw→
dw

dx*
=

1-wN

-w-2+λ
M

wM-2
                     [16]   

 : زیر برقرار خواهد بود  یرابطه در این صورت 
dx*

dw
=-w-2-

wN-2

1-wN +λM wM-2

1-wN                                           [17]    

 :توان نوشتبنابراین می

x*=w-1- ∫
wN-2

1-wN dw
w

0
+λM ∫

wM-2

1-wN dw
w

0
+C.                 [18]  

معادله هندسی گوس    ]18[  یحل  فوق  تابع  برحسب 

 : شودمنجر به رابطه زیر می

x*=w-1 [1-
wN

N-1
g (

N-1

N
,wN)] +

λMwM-1

M-1
g(

M-1

N
,wN)+C.       [19]   

به    uبرحسب    ]19[  یمعادله  ،u=w-1حال با جاگذاری  

 است: فرم زیر قابل بازنویسی 

x*=u-
u1-N

N-1
g (

N-1

N
,u-N) +λM u1-M

M-1
g (

M-1

N
,u-N) +C.      [20] 

که در    استنوع شیب کانال    یتعیین کننده  λ  پارامتر

  شان داده شده است. ن 1 جدول
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 .λبندی شیب کانال براساس پارامتر تقسیم  -1 دولج

 نوع شیب  λمقدار پارامتر  ردیف 

1 λ<1  ،ملایمM 

2 λ=1  ،بحرانیC 

3 λ>1  ،تندS 

4 λ=0  ،افقیH 

 Aمعکوس،  موهومی  5

به کمک  جریان متغیر تدریجی    یمعادلهبعدسازی  بی

 عمق بحرانی 

بعد کردن  ، برای بیcyدر این روش از عمق بحرانی،  

تدریجی، معادله  یمعادله ،  ]7[  یدینامیکی جریان متغیر 

می متغیر  استفاده  دو  تعریف    x#و    vشود.  زیر  فرم  به 

 شوند:می

v=
y

yc

                                                                          [21] 

x#=x
Sc

*

yc

                                                                       [22]   

  ]7[  یدر معادله  ]22[و    ]21[های  لهبا جاگذاری معاد

 : آید ی زیر به دست میرابطه
dv

dx#
=

1-λNvN

vN-M(1-vM)
                                                          [23]   

 ی کانال با شیب معکوس معادله در لازم به ذکر است 

 به فرم زیر تبدیل خواهد شد: ]23[
dv

dx#
=

1+λNvN

vN-M(1-vM)
                                                           [24]   

 مبنا-cyجریان متغیر تدریجی  یحل تحلیلی معادله

-لههمانند بخش قبلی، دو حالت در حل تحلیلی معاد

حالت    پیش   ]24[و    ]23[های   اولین  داد.    وقوعخواهد 

  یشرط همگرایی سری معادله  است که  λv|<1|وضعیت  

وضعیت  ]4[ این  باشد.  میمبنا  -cy  بعدسازی بی  در  در 

های  برای شیب  به ترتیب  ]24[و    ]23[های  لهحالت معاد

   ]26[و    ]25[    های رابطهمنجر به  غیرمعکوس و معکوس  

 خواهند شد: 

x#=
vN-M+1

N-M+1
+λN ∫

v2N-M

1-(λv)N dv
v

0
- ∫

vN

1-(λv)N dv
v

0
+C.           [25]   

 x#=
vN-M+1

N-M+1
-λN ∫

v2N-M

1+(λv)N dv
v

0
- ∫

vN

1+(λv)N dv
v

0
+C.       [26] 

تحلیلی  به ترتیب بیانگر حل    ]28[و    ]27[های  لهمعاد

 به قرار زیر هستند:  ]26[و  ]25[های لهمعاد

x#=
vN+M+1

N-M+1
+

λNv2N-M+1

2N-M+1
g (

2N-M+1

N
,(λv)N) -

vN+1

N+1
g (

N+1

N
,(λv)N) +C                                                 [27]  

x#=
vN-M+1

N-M+1
-

λNv2N-M+1

2N-M+1
g (

2N-M+1

N
,-(λv)N) -

vN+1

N+1
g (

N+1

N
,-(λv)N) +C.                                        [28] 

رابطه   وقوع  حالت  این  می  λv|>1|دومین  در  باشد. 

توان با تغییر  ولی می  نیستحالت شرط همگرایی برقرار  

 متغیر به قرار زیر در جهت رفع عدم همگرایی برآمد: 

v=w-1→dv=-w-2dw                                                [29]   

و    ]23[های  لهمعاد  ]29[  ی استفاده از معادلهحال با  

شیب  ]24[ به  مربوط  ترتیب  به  و  که  غیرمعکوس  های 

 به فرم زیر تبدیل خواهند شد: معکوس هستند 
dx#

dw
=

λ-N(-w-2+wM-2)

1-(
w

λ
)N =-λ-Nw-2-

λ-2NwM-2

1-(
w

λ
)N +

λ-NwM-2

1-(
w

λ
)N         [30] 

 dx#

dw
=

λ-N(w-2-wM-2)

1+(
w

λ
)N =λ-Nw-2-

λ-2NwN-2

1+(
w

λ
)N -

λ-NwM-2

1+(
w

λ
)N             [31]   

معاد تحلیلی  در    ]31[و    ]30[های  لهحل  ترتیب  به 

 نشان داده شده است: ]33[و  ]32[های لهمعاد

x#=λ-Nw-1-λ-2N ∫
wN-2

1-(
w

λ
)N dw

w

0
+λ-N ∫

wN-2

1-(
w

λ
)N dw

w

0
+C.         [32]                                                                      

x#=-λ-Nw-1-λ-2N ∫
wN-2

1+(
w

λ
)N dw

w

0
-λ-N ∫

wM-2

1+(
w

λ
)N dw

w

0
+C.      [33]    

های معادلهحل    گوس  با استفاده از تابع فوق هندسی 

به قرار  ه  ب  ]33[و    ]32[   ]35[و    ]34[های  معادلهترتیب 

 خواهند بود: 

x#=λ-Nw-1-
λ-2NwN-1

N-1
g(

N-1

N
, (

w

λ
)N) +

λ-NwM-1

M-1
g(

M-1

N
, (

w

λ
)N) +C       [34]  

x#=-λ-Nw-1-
λ-2NwN-1

N-1
g(

N-1

N
,- (

w

λ
)N) -

λ-NwM-1

M-1
g(

M-1

N
,- (

w

λ
)N) +C.    [35]   

معادله از  استفاده  با  اگر    vمتغیر    ]29[  ی حال 

حل    شود   ]35[و    ]34[های  لهدر معاد  wجایگزین متغیر  

تابع فوق  افقیهای  تحلیلی شیب مبنای  -و معکوس  بر 

 به دست خواهند آمد: مبنا به قرار زیر  -cyهندسی گوس 

x#=λ-Nv-
λ-2Nv1-N

N-1
g(

N-1

N
,(λv)-N)+

λ-Nv1-M

M-1
g(

M-1

N
,(λv)-N)+C [36] 

x#=-λ-Nv-
λ-2Nv1-N

N-1
g(

N-1

N
,(-λv)-N)-

λ-Nv1-M

M-1
g(

M-1

N
,(-λv)-N)+C.  [37] 

 و بحث   نتایج

پروفیل  حل   2جدول    در هشتتحلیلی  با های  گانه 

ارائه شده است. لازم    ]20[و    ]18[های  لهاستفاده از معاد

از شرایط   استفاده  با  انتگرالی  ثابت  مقدار  است  ذکر  به 

  در جدول  مرزی داده شده در مسئله تعیین خواهد شد.
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پروفیل  3 تحلیلی  دوازدهحل  متغیر  گانه جریانهای  های 

از طر براساس حل  تابع فوق هندسی گوس  تدریجی  یق 

مانینگ به   ی، از معادلهپژوهشدر این    ارائه شده است.

معادله است.   یعنوان  شده  استفاده  جریان  مقاومت 

جدولهای  لهمعاد در  شده  از    3و    2  هایارائه  تابعی 

-هستند که مقدار این دو پارامتر در کانال  Nو    Mمقدار  

از   استفاده  با  مثلثی  و  مستطیلی  و    ]7[های  لهمعادهای 

با    ]8[ برابر  ترتیب  =M=3.0 , N)به 
10

3
-

8

3

y

b

1+2
y

b

و    (

(M=5.0, N=
16

3
 . هستند (

 

 . مبنا-nyجریان متغیر تدریجی با استفاده از تابع فوق هندسی گوس   یحل تحلیلی معادله -2 جدول

 حل تحلیلی پروفیل  مشخصات  نام پروفیل ردیف
  یشماره

 معادله 

1 
M1 1<u<∞ 

x*=u[1-
u-N

N-1
g (

N-1

N
,u-N) ]+

λMu-M+1

M-1
g(

M-1

N
,u-N)+Const. ]38[ S1 λ≤u<∞ 

S2 1<u≤λ 

2 
M2 λ≤u<1 

x*=u[1-g (
1

N
,uN) ]+

λMuN-M+1

N-M+1
g(

N-M+1

N
,uN)+Const. ]39[ M3 0≤u<λ 

S3 0≤u<1 

3 C1 1<u<∞ x*=u[1-
u-N

N-1
g (

N-1

N
,u-N) ]+

u-M+1

M-1
g(

M-1

N
,u-N)+Const. ]40[ 

4 C3 0≤u<1 x*=u[1-g (
1

N
,uN) ]+

uN-M+1

N-M+1
g(

N-M+1

N
,uN)+Const. ]41[ 

 . مبنا-cyجریان متغیر تدریجی با استفاده از تابع فوق هندسی گوس   یحل تحلیلی معادله -3 جدول

 شماره معادله  حل تحلیلی پروفیل  مشخصات  نام پروفیل ردیف

1 H2 1≤v<∞ 
x#=

vN-M+1

N-M+1
-

vN+1

N+1
+Const. ]42[ 

H3 0≤v<1 

2 
M1 <v<∞1-λ 

x#=λ-Nvg(-N-1,(λv)-N)+
λ-Nv1-M

M-1
g(

M-1

N
,(λv)-N)+Const. ]43[ S1 1≤v<∞ 

S2 <v≤11-λ 

3 
M2 1-1≤v<λ 

x#=
vN-M+1

N-M+1
g (

N-M+1

N
,(λv)N) -

vN+1

N+1
g (

N+1

N
,(λv)N) +Const. ]44[ M3 0≤v≤1 

S3 1-0≤v<λ 

4 C1 1<v<∞ 

λ=1 x#=vg (
-1

N
,v-N) -

v1-M

M-1
g (

M-1

N
,v-N) +Const. ]45[ 

5 C3 0≤v<1 

λ=1 x#=
vN-M+1

N-M+1
g (

N-M+1

N
,vN) -

vN+1

N+1
g (

N+1

N
,vN) +Const. ]46[ 

6 A2 1≤v<∞ 
x#=

vN-M+1

N-M+1
g (

N-M+1

N
,-(λv)N) -

vN+1

N+1
g (

N+1

N
,-(λv)N) +Const. ]47[ 

A3 0≤v≤∞ 
تغییرات    رسم با    x-v#و    x-u*منحنی  ترتیب  به 

تا    ]42[های  لهو معاد  ]24[تا    ]21[  هایلهاستفاده از معاد

معادلهمی  ]47[ تحلیلی  بیانگر حل  متغیر    یتواند  جریان 

باشد.    برایتدریجی   مرزی    هایدر شکلشرایط خاص 

برای    Hو    M  ،S  ،C  ،A  هایحل تحلیلی پروفیل  10تا    1

شده   داده  نشان  مثلثی  و  مستطیلی  عرضی  مقطع  دو 

داشت  است.   توجه  شرایط  باید  برحسب  نمودارها  این 

که در داخل هر نمودار نوشته شده است ترسیم  مرزی  

،  Cهای نوع  های قبلی، پروفیلاند. طبق مطالب بخششده

H    وA    فقط حلcy-ها، در این نوع شیب  امبنا دارند زیر

  عمق نرمال تعریف نشده است. 
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 در کانال مستطیلی.  Aبرای پروفیل نوع  v-#xبعد  ترسیم منحنی بی -1شکل 

 
 در کانال مثلثی.  Aبرای پروفیل نوع  v-#xبعد  ترسیم منحنی بی -2 شکل

 
 در کانال مستطیلی.  Hبرای پروفیل نوع  v-#xبعد  ترسیم منحنی بی -3 شکل



 123                                                                                                        فاده از تابع  . . .     حل تحلیلی معادله ی دینامیکی جریان متغییر تدریجی با استا

 

 
 در کانال مثلثی.  Hبرای پروفیل نوع  v-#xبعد  ترسیم منحنی بی -4 شکل

 
   .در کانال مستطیلی Mبرای پروفیل نوع  v-#xو  u-*xبعد ترسیم منحنی بی -5 شکل
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   .در کانال مثلثی Mبرای پروفیل نوع  v-#xو  u-*xبعد  ترسیم منحنی بی -6 شکل

 
 . در کانال مستطیلی Sبرای پروفیل نوع  v-#xو  u-*xبعد  ترسیم منحنی بی -7 شکل
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 . در کانال مثلثی Sبرای پروفیل نوع  v-#xو  u-*xبعد  ترسیم منحنی بی -8 شکل

 

 . در کانال مستطیلی Cبرای پروفیل نوع  v-#xو  u-*xبعد  ترسیم منحنی بی -9 شکل
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 . در کانال مثلثی  Cبرای پروفیل نوع  v-#xو  u-*xبعد  ترسیم منحنی بی -10 شکل

معادله  ینکته حل  اگرچه  اینکه  متغیر   یمهم  جریان 

حالت   دو  در  و  -nyتدریجی  بررسی  -cyمبنا  مورد  مبنا 

از معادلهق اما با استفاده  و    ]11[و    ]10[  هایرار گرفت 

 توان به نتایج زیر دست یافت: می ]26[و  ]25[ همچنین
u

v
=

y
c

y
n

                                                   [48] 

x*

x#
=(

yc
yn

)
N+1

=(λ)
N+1                                 [49]   

راه  ]49[و    ]48[های  لهمعاد مبدل  واقع  های  حلدر 

ny-  و هستند.-cyمبنا  یکدیگر  به  ارزیابی    مبنا  منظور  به 

پروفیل  ها  لهمعاد تحلیل  آزمایشگاه  در  ،  GVFدر 

هیدرولیک دانشگاه آزاد اسلامی واحد رامهرمز به کمک  

آزمایشگاهی گردید.    ،فلوم  ایجاد  تدریجی  متغیر  جریان 

با   فلومی  روی  آزمایش  مستطیلی  این  عرضی  با  مقطع 

متر    7و طول    سانتیمتر    10عرض  ،  011/0  ضریب زبری

پروفیل ایجاد  نوع  با  تنظیم    C3و    M1  ،S2های  از طریق 

انجام  جریان  مسیر  در  سرریز  تعبیه  و  طولی  شیب 

-گرفت. در هر آزمایش عمق جریان با استفاده از سطح

اندازه از معاد  شد  گیری سنج  استفاده  با  های  لهو سپس 

محاسبه  3و   2 هایارائه شده برای هر پروفیل در جدول

ای  مشاهده  مقدارهایبین    یمقایسه  4  گردید. در جدول 

گر تحلیلی و  برای حل  های ارزیابیشاخص  ایمحاسبهو  

رونگحل عددی  مرتبهگر  چهار  کوتای    شدهرائه  ای 

جدول  است.   این  مجذور   RMSEدر  مربعات  مجموع 

بین    2R،  خطا همبستگی  و  مشاهده  مقدارهایضریب  ای 

که   هستند  قدر مطلق متوسط درصد خطا Eو  ایمحاسبه

 شوند:های زیر محاسبه میاز معادله

RMSE=√
∑ (xoi-xpi)

2N
i=1

N
                                        [50]   

R2=
∑ (xo

i -x̅o)(xp
i -x̅p)N

i=1

√[ ∑ (xo
i -x̅o)2]N

i=1 [ ∑ (xp
i -x̅p)2]N

i=1
                       [51] 

E(%)=
100

N
∑ |

xoi-xpi

xoi
|N

i=1                                       [52] 

این   داده  N  هامعادلهکه در  کل  به    pxو    ox  ها،تعداد 

داده مشاهدهترتیب  محاسبههای  و  به    x̅pو    x̅oای،  ای 

مقدارهای   مشاهدهداده  میانگینترتیب  و  های  ای 

هستند.محاسبه اینکه  ای  به  توجه  کانال   با  شیب 

نتیجه بنابراین  نیست  افقی  یا  معکوس  های  آزمایشگاهی 

معادله از  آمده  دست  به  با    ]43[و    ]38[های  تحلیلی 

مقدار شاخص بود.  برابر خواهند  و    RMSEهای  یکدیگر 
2R  های  برای پروفیلM1  ،S2    وC3  ( ،  0173/0به ترتیب 
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9986/0(  ،)0167/0  ،9984/0( و  به  9988/0،  0204/0(   )

آمده برای حلدست  آنها  متنظر  مقدار  حالیکه  در  گر  اند 

( و  991/0، 0259/0)(، 9864/0، 0458/0عددی به ترتیب )

( هستند. مقدار این دو شاخص نشان 9869/0،  0327/0)

هندسی گوس نسبت به  گر عددی فوقی برتری حلدهنده

مقدار    یمقایسهی چهار است.  کوتای مرتبه روش رونگ

گر  گر تحلیلی را نسبت به حلنیز برتری حل  Eشاخص  

می تایید  مقدار  عددی  که  به طوری  پروفیل    Eکند  برای 

M1  ترتیب  در حل به  تحلیلی و عددی    05/4و    11/1گر 

درصد    38/2و    12/1به ترتیب    S2درصد، برای پروفیل  

پروفیل   برای  ترتیب    C3و  درصد    65/3و    985/0به 

شکل  هستند.   شاخص  11در  از  گرافیکی  های بیان 

برای هر یک    گرهای تحلیلی و عددی ارزیابی عملکرد حل

جدول   در  شده  ارائه  پروفیل  است.  4سه  شده    ارائه 

  .در کانال مستطیلی GVFهای پروفیلو عددی  یگرهای تحلیلحل هاینتیجهی مقایسه -4 جدول

 M1پروفیل 

Q  
)1-s 3(m 

 ny

(m) 

 cy

(m) 
 oS λ 

 گر تحلیلی حل

 گر عددیحل

E 

  یشماره یمعادله

]38[ 

  یشماره یمعادله

 عددی گرحل ی تحلیل گرحل ]43[

RMSE 2R RMSE 2R RMSE 2R 

01/0 154/0 101/0 004/0 6/0 0173/0 9986/0 0173/0 9986/0 0458/0 9864/0 11/1 05/4 

 S2پروفیل 

Q 

)1-s 3(m  

 ny

(m) 

 cy

(m) 
 oS λ 

 گر تحلیلی حل

 گر عددیحل

E 

ی  ی شمارهمعادله

]38[ 

ی  ی شمارهمعادله

 گر عددیحل گر تحلیلی حل ]43[

RMSE 2R RMSE 2R RMSE 2R 

01/0 061/0 101/0 04/0 6/1 0167/0 9984/0 0167/0 9984/0 0259/0 991/0 12/1 38/2 

 C3پروفیل 

Q 

)1-s3 (m 

 ny

(m) 

 cy

(m) 
 oS λ 

 گر تحلیلی حل

 گر عددیحل

E 

ی  ی شمارهمعادله

]38[ 

ی  ی شمارهمعادله

 گر عددیحل گر تحلیلی حل ]43[

RMSE 2R RMSE 2R RMSE 2R 

01/0 101/0 101/0 011/0 0/1 0204/0 9988/0 0204/0 9988/0 0327/0 9869/0 985/0 65/3 

 

 . GVFهای برای پروفیل  تحلیلی و عددی گرهایحل  Eو  2R ،RMSE ارزیابی عملکرد هایشاخص یمقایسه -3شکل 

 کلی  گیری نتیجه 

دلیل  های  پروفیل  وقوع به  تدریجی  متغیر  جریان 

سازه مشخصات وجود  تغییرات  یا  و  هیدرولیکی  های 

پدیده جمله  از  مجرا  فیزیکی  و  در  هندسی  متداول  های 

آبراههکانال و  پیشها  که  است  طبیعی  و  های  بینی 

ای  جایگاه بسیار ویژه  GVFهای  دقیق پروفیل  یمحاسبه

روش از  استفاده  راستا  این  در  داشت.  حل  خواهد  های 

می محاسباتی  خطاهای  به  منجر  مقدار  عددی  که  شود 

-و نیز ماهیت تقریبی راهها  هاین خطاها ناشی از فرضی

-به کمک تابع فوقپژوهش،    است. در این های عددی  حل
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ارائه    GVFروش تحلیلی برای حل پروفیل  هندسی گوس  

بی  بر  مبتنی  روش  این  است.  معادله  شده  کردن  بعد 

جریان   عمق    GVFدینامیکی  و  بحرانی  عمق  کمک  به 

مبنا -cyحل  نرمال استوار است که منجر به دو گروه راه

ل زیربحرانی،  سه پروفی   یمبنا شده است. مقایسه-nyو  

فوق و  حل  ای  مشاهدهبحرانی  بحرانی  روش  دو  با 

و   متحلیلی  بر  ارزیابی مجذور    یسنجه  نای سهبعددی 

خطا، مربعات  درصد    میانگین  میانگین  و  تبیین  ضریب 

حل تحلیلی    به دست آمده از های  لهضمن تایید معاد  خطا

دقت حل روش تحلیلی منتج از  نشان داد    پژوهشدر این  

عددی   روش  دقت  از  بیشتر  گوس  هندسی  فوق  تابع 

محاسبهاست.   خطای  روش  ایدرصد  حل  برای  های 

 موید این مطلب است. 4عددی و حل تحلیلی در جدول  

 تقدیر و تشکر 
این مقاله مستخرج از طرح پژوهشی داخلی با عنوان  

ریجی با  دینامیکی جریان متغیر تد  ی»حل تحلیلی معادله

فوق تابع  از  میاستفاده  گوس«  که  هندسی  بدین  باشد 

واحد  وسیله   اسلامی  آزاد  دانشگاه  از  مقاله  نویسندگان 

کلیّ تامین  بابت  و  هزینه  یهرامهرمز  تقدیر  طرح،  های 

 نمایند. تشکر می
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